Ejercicios de Analisis Matematico | — Relacion 4

Los puntos en los que se anula una funcion se llaceamsde dicha funcién. Para estudiar cuantas
soluciones tiene una ecuacién de la fornmiax) = g(x) dondef y g son funciones definidas y con
derivadas de todos érdenes en un interva{que a veces deberas elegir ti mismo), lo que se hace es
estudiar cuantos ceros tiene la funcibfx) = f(x) — g(x).

Fundamentos tedricos.

La herramienta principal para calcular el conjunto de tddswalores que toma una funcion es el
teorema del valor intermedio nos dice que la imagen de unvadte por una funcién continua es un
intervalo.

El teorema de los ceros de Bolzano, junto con el teorema de,Rermiten determinar en muchas
ocasiones el nimero de ceros reales de una funcion.

El teorema de Bolzano nos dice que entre cada dos puntosgudae produce un cambio de signo
de una funcién continua en un intervalo h@yr lo menosun cero de dicha funcién.

El teorema de Rolle nos dice que entre cada dos ceros de wiarfuterivable en un intervalo hay
por lo menosun cero de la derivada de dicha funcion.

Del teorema de Rolle deducimos que si una funcién se anulapemtos, su derivada se anula en
por lo menos: — 1 puntos; su derivada segunda se anulp@mno menos: — 2 puntos y, en general,
su derivada de ordén, dondek = 1,2, ...,n — 1, se anula epor lo menos: — k puntos.

Del teorema de Rolle deducimos también que si la derivadaaéuncion se anula en exactamente
k puntos, dondé& = 0,1, 2, ..., la funcion tienecomo méaximok + 1 ceros. Este resultado podemos
aplicarlohacia atrds es decir, si sabemos, por ejemplo, que la derivada tereeamsa solamente
en un punto, deducimos que la derivada segunda puede aedan® maximoen dos puntos, que la
derivada primera puede anulaxgamo maximoen tres puntos y que la funcion puede anula@®o
maximoen cuatro puntos.

Ceros de las funciones polinédmicasSe dice quaina funcién polindémica P(x) tiene un cero de
orden k = 1 en un puntaz, si el valor deP y el de sus derivadas hasta la de orden 1 ena es
cero, y la derivada de ordédnde P no se anula en. Los ceros de ordeh se llamanceros simples

El Teorema Fundamental del Algebra dice que una funciomgoiica de grada (en general, con
coeficientes complejos) tiemeraices reales o complejasntando cada raiz tantas veces como indica
su orden Recuerda también que las raices complejas de un polinamicaeficientes reales vienen
por pares de raices complejas conjugadas. Teniendo eraausmagrupando cada raiz compleja con
su conjugada aparecen factores del tigo+ bx + ¢, se deduce que:

a) Una funcion polinémica de grado impar tiecmntando cada raiz tantas veces como indica su
ordenun nimero impar de raices reales y sabemos que por lo menesitia.

b) Una funcién polindmica de grado par tiesentando cada raiz tantas veces como indica su orden
un numero par de raices reales y puede ocurrir que no tenganan

Ejercicios
1. Seaf :[a,b] - R continua, pongamod/ = max f([a, b]), m = min f([a, b]) y supongamos

que f(a) = f(b)yquem < f(a) < M. Prueba que’ toma todo valor dém, M| en al menos
dos puntos déz, b].

2. Determina el nimero de ceros de la funcidfifx) = e* +x3 — 6x — 2.
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3. Estudia el nimero de soluciones de la ecuacién:
)

cosx —senx + — — — = 0.
+ 2 3

4. Determina el nimero de soluciones reales de la ecuanidn- 3x2 — 12x = m segun el valor
del niumero reat:.
5. Seaf :R — R la funcién dada por

2x2 4+ 6x + 10
x2 41

S(x)= VxeR.

Estudia el nimero de soluciones reales de la ecuagidn = m segun el valor del nUmero real
m.

Para entregar el lunes 12 de noviembre.
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